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Wtucho se ha escrito acerca de la forma que mas conviene dar á los 
triángulos geodésicos. Cotes, Bouguer, Cagnoli, Delambre y otros han 
resuelto, ó han creido al menos resolver esta cuestión verdaderamente 
importante; y sin embargo, creemos falte aún no poco que decir en 
ella. 

Puissant, Francoeur, Salneuve y varios modernos, suponiendo estar 
bien medida ó calculada la base b de uno de estos triángulos, y que en 
uno mismo ó en contrarios sentidos se hubiesen cometido en la observa¬ 
ción de sus ángulos, los errores iguales A A, AB, AC, concluyen 
que debe ser equilátero el triángulo para que sean mínimos los errores 


(!) Aa=« (Cot.A Cot.J3)A.4, (3) An= 


Cos. (A—B)—Cos. {A+B) 

(2) Ac=c (Cot. C—Cot. B) AC, (4) Ac=_ 2 Sen. (C+B)AC 

Cos. (C—B)— Cos. (C+B) 
que resulten en los lados a y c (*) cuando se calculen con estos datos 
erróneos. 


(*) Los (1) y (2) para cuando A.4 = AC = Afí, 

AA = ÁC = — AB. 


y los (3) (4) para 
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Algún tanto gratuita nos parece en verdad la suposición á que ha 
tenido que recurrirse para obtener estos resultados, si bien la razón 
confirmada por la esperiencia induce á creer probable, que mientras 
no varien el goniómetro y el observador, resulten aproximados, pero 
siempre en el mismo sentido, los errores A A, A B, A C. Por ¡sto y 
con razón dice el General Piobert, que semejantes soluciones de casos 
hipotéticos no son aplicables á operaciones geodésicas delicadas. 

Gomo para venir á estas ecuaciones haya tenido que sustituirse por 
los senos y cosenos de A A, A G y A B, que no son infinitamente 
pequeños, los primeros términos de sus desarrollos, y que despreciarse 
además los Aa A B Cos. B y Ac AB Cos. B , que tampoco lo son 
de segundo orden; no puede en rigor concluirse de las (1) y (2) que 
tanto menores serán A a y Ac cuanto mas se aproximen á ser iguales 
A* C y B, y que Aa=Ac=0 cuando A=C=B; aunque sean estas 
otras tantas verdades demostradas exactamente por las espresiones 

A _Sen. (A+AA) 7 A Sen. (C+AC) , 

Aa -W (B+ABj- b ~ a ’ Ac = Sen. (fl+Afl) - ^ 

No hay, pues, duda en que mientras fuesen relativamente iguales 
los errores cometidos en la observación de los ángulos, el triángulo 
equilátero daría con exactitud el valor de sus lados, y tanto menos di¬ 
ferentes de ellos cuanto mas se aproximase á dicha forma. 

Pasemos á las ecuaciones (5) (4). Puissant y Francoeur deducen 
también de ellas, que serán mínimos los valores de A a Ac cuando 
A=C=B. Refiriéndonos á la (3) se ve, que la condición A=B no es 
seguramente suficiente para el mínimo valor de A a entrando dos in¬ 
determinadas A y B en su espresion; ó como dice Piobert, si A a 
disminuye con A B también disminuyen cuando se acerca A-\-B á 
0° ó 180°. Fácilmente se ve que el menor valor de A a exije además 
la condición de A-\-B=\ 180°. Las condiciones precisas son, pues, 
A=90°, B— 90°. Volviendo á considerar finitos los valores de A A, 
A B, la espresion 

a Sen. (A-|-AA) 
a ~ Sen. (B+AB)' b ~° 

exije únicamente para el menor valor de A a que A+fczlSO 0 . Ahora 
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bien, no siendo posible satisfacer á la vez en un triángulo finito á las 
dos condiciones A=90°, fc=90°,ni á la única A-\-B= 180°, al aproxi¬ 
marnos á esta última ¿con cuál de aquellas deberá cumplirse y á cuál 
podrá faltarse? ¿O deberá acaso faltarse á ambas, aproximándose hasta 
cierto grado á una y á otra? ¿Cómo se atenuará á la vez el error A c, 
y hasta qué grado convendrá disminuirlo? He aquí las cuestiones que 
resta aún dilucidar. 

El citado General Piobert emprende otro camino para resolver esta 
cuestión. Consiste en determinar la desfiguración del triángulo, ci¬ 
frada en la razón del desvío de su vértice á su altura, y que sería 
aún mejor á su base constante b. No entraremos en los pormenores 
de su cálculo, cuyos resultados tampoco podemos aceptar como deri¬ 
vados de una verdadera equivocación; tal es el considerar como di¬ 
ferenciales de los lados del triángulo á los del paralelógramo diferen¬ 
cial formado en el movimiento de desfiguración, ó sea en el desviamiento 
de los lados. De aquí resulta que todas sus deducciones están basadas 
en las espresiones 

D= y 7 da* + de* -)- %dadc Cos. B 
da Sen. B. = c Sen. dA, de Sen. B = a Sen. dC 
siendo realmente 

D = \/dá 1 de* — %da de Cos. B 
Sen. B 

da Sen. B = c Sen. dA-\-a Cos. B Sen. dC, de Sen. B=a Sen. dC+ 
c Cos. B Sen. dA. 

Aunque el sistema ideado por Piobert sea sin disputa el mas ade¬ 
cuado para estimar la precisión con que las operaciones geodésicas se 
prestan á determinar la posición de un punto con relación á una base 
visible desde él, no le creemos sin embargo á propósito para cuando 
este punto deba ligarse á la base por una cadena de triángulos. En 
este caso es preciso determinar la forma mas conveniente de estos 
triángulos, para que resulten atenuados por ella los errores de los la- 
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os, que son los que se propagan creciendo de uno en otro I,, , 
mrse en los últimos, tanto mas abultado llasta reu ' 

el número de triángulos por donde hubiese nasT CUaDt ° may ° r fuese 
la configuración de estos vZZ P f°’ y menos **von,ble 

,» 

estos son los de observación, que ni aumente nT dU 8 ", '^ 6 ™ 
de los triángulos. He aquí por qué se dice generalmeméT “ ^ 
perjudiciales los errores ocasionados en la medición de lal -T* 

perjudiciales vendrían á ser los unos como iofotros! C ° D ' ran ° *“ 

procedie^cto^é^ftacion^nEstacionólas latitudes” - 2”,° f S "! tado ’ y 
.“d a eTrdTca^\ e ;:- 

que lígala estación ya determinada con la'qL'se 1^17'°* ^ ' ad ° 
Así pues, la desviación del vértice aue^nnv’ q ? conocer * 
forma del triángulo, es precisamente la que tiene luZr enT*]* C ° n ^ 
de cada uno de los lados- esto es los oL g ? dirección 

B General ZS ZZTZ‘1" 

terminase la cadena que diera menos desfigurado d ¿“Sol” T 
la base medida con el último vértice. & ^ ue *^ ase 

Hemos dicho que restaba aún averiguar á cuál de las condiciones 

ángulos. Supongamos que en la medición del ángulo 1 sobreEa b “ 
se hubiese cometido un error A/l Fim a , , ^ re ' a ^ ase 

• por entrar en e, cálen,o^ + A, 1% ^ « 

¿\g= - Sen -/ C ° s - + b Cos. A Sen. Áá 


Sen. B 


Sen. B 
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Haciendo Sen. Al = AA, Cos. AA= \ 
Aa = Aá b -J^J 

Sen. B 


donde se ve, que tanto menor será A a cuanto mas se aproximen á 
restos los ángulos A y B. 

Del mismo modo, para atenuar los efectos que sobre el lado c debe 
ocasionar un error cometido en el otro ángulo C también sobre la base, 
convendría se aproximasen á restos los C y B. 

Averigüemos ahora si un error A B en el ángulo B opuesto á la 
base exije alguna condición para atenuar los que deben producirse 
en los lados a y c. Para esto tendremos que 

A _ Sen - A , . A Sen. C 

““Sen. (B + AW) ■ b ~ a ’ Ac =S¡- n , (g+ A B) - b ~ C 

Quitando divisores, desarrollando y desestimando los términos de 
segundo orden 


Acl = ~AB' 


i Cos. B 
Sen. B ’ 


Ac = — AB 


c Cos. B 
Sen. B 


vemos pues que conviene sea recto el ángulo B. 

Los mismos resultados se obtienen considerando al triángulo como 
esférico, y resolviéndolo por la regla de los cuatro senos, por el método 
de Delambre, d por el que está mas en uso y es debido á Legendre. 

Conviene pues, que los triángulos sean ó se aproximen á trirec- 
tángulos; mas lejos de ser esto posible, la corta estension que cada uno 
ocupa sobre la superficie de la esfera es causa de que apenas difieran 
de los rectilíneos, siendo casi inapreciable su esceso esférico. De aquí, 
que como el ángulo opuesto á la base ó lado conocido merezca una 
particular consideración, porque no solo influye esclusivamente y con 
mas eficacia que los formados sobre esta en la propagación de sus pro¬ 
pios errores, sino que contribuye además tanto como estos al acrecen¬ 
tamiento de los que en ellos se hubiesen cometido, convendrá aproxi¬ 
mar dicho ángulo á recto con preferencia á los otros dos. 

No es posible dar una solución terminante y general al problema 
que nos ocupa. La dificultad que para ello se encuentra proviene, de 

TOMO II. a | 
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que dependiendo la forma que buscamos de la relación entre los mis 
mos errores inevitables y desconocidos A A, A B y A C no es posible 
ener un resultado independiente de ellos mientras no se haga algu 

me„ S t?r C i IOn H qUe t l0S A elÍmÍ “ e; y de 1 “ e ^ando no quedan compleja¬ 
mente destruidos los A« y Ae que resultan en los lados a y c, la for¬ 
ma que favorece al uno perjudica al otro, y es además preciso en este 

aVeTndT ° trián§U,0S ^ ^ prinCÍp¡ ° de las cadellas ’ P»" 

ItesáTa, Ih “° r S " “T n ° 86 mu,ti P li( ! uen 'o® errores inbe- 
los comeíl! rT ,0neS ’ “ " egUen abultados á los ^o. lados 
creciente. ° S pnmeros S1 se P ro P a g an estos en progresión 

La suposición A¿=Afi=AC, da en el triángulo euuilátero 

toditas eS ° S ^ ° Y ^ J ^° ta ' C ° nCe P t0 esta forma «fo&ce á 
odas las condiciones, y es sin disputa la mejor: mas por probable une 

sea a proximidad de los errores angulares, sería muy aventurada 1 
upotesis de su igualdad, para establecerla como un principio en one 
raciones geodésicas de alguna importancia. P P6 ' 

Xa de que sean muy pequeños dichos errores angulares AA Afi 
y AC nada tiene de gratuita, porque así lo exiie h Xt u 
que deben hacerse las operaciones de este género, y partiendoTnl ^ 

d flciTd d d e< 1 UCe i S T ‘ a f ° rma r A e ° tan S uIar Ia mas conviene. £ es 
dificd deducir de la ecuación A a = a (A A Cot. A — AB fot 

sobraría fuese A B<^ /lA A para qle diera el triángulo rectS^ 
isósceles con mas aproximación los lados que el equilátero, v que él 
aximo error que puede dar este, escede en 0,1359 de su'vaV al 
que llega a producir aquel. a 


Si hacemos A = B = n resulta 

A a=a Cot. V* * (AA—AB) 
y si A = *./4 JT B= *'¡2 7c 
A 2 a=aAA. 

Para que sea A, a > A g a, hasta que 
Cot. 3 57 (A A — A B) > AA 
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y con mas razón que 

Afi<-3/ 4 Ai. 

Si representamos con A A, A B los valores absolutos de estos 
errores, y admitimos que puedan tener signos contrarios 

=t:AB<=i=Z/ 4 AA 

de donde resultan las dos combinaciones posibles y relativas á 

AB<0, Al<0 

AB<*/ 4 -AA, AB> 3 / 4 A-4. 

Suponiendo ahora que sea í e l límite absoluto en los errores an¬ 
gulares, los máximos que pueden dar los triángulos en cuestión serán 
A^ a= 2a ^ Cot. y 3 n 

A o a = ad 


de donde 

A^ a — A o a 


ó bien 


A 


= 1—VaTang. Vs* 


A « — A a 
---—=0,1339. 

A, a 

Otra consideración de bastante importancia viene también en apo¬ 
yo del triángulo rectángulo. Consiste en ser este el que propaga mas 
disminuidos á sus lados los errores ocasionados en su base, bajo cuyo 
concepto llegarán estos tanto mas atenuados á los últimos lados, cuanto 
mayor sea el número de los triángulos que entren en la cadena. Pa¬ 
ra convencerse de esta verdad basta observar que tanto menor será 
el error 


Aa=Ab^-i 

Sen. B 

que resulta en el lado a por el A b ocurrido en la báse, cuanto ma¬ 
yor sea Sen. B , cuanto mas se aproxime á ser jB== y 2 

El triángulo rectángulo en B parece ser el que mas conviene, pero 
esta condición no deja por sí sola completamente definida la forma. 
Se necesita otra que dé la relación entre los ángulos A y C ó entre 
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sus lados opuestos ay c,y esta depende de la preferencia que merezca 
uno de estos sobre el otro, y por lo tanto del número de los triángulos 
que hayan de apoyar sobre cada uno de ellos. 

El triángulo rectángulo, á pesar de sus conocidas ventajas, adolece 
de un inconveniente que le hace inaplicable en muchos casos. Aun¬ 
que su forma disminuya los errores de los lados al propagarlos de 
uno en otro, conviene sin embargo sea lo menor posible su número, 
para que no se multipliquen los de observación. Para esto sería pre¬ 
ciso fuesen creciendo al principio y esta es una condición á que no 
puede satisfacer. Es por lo tanto indispensable en semejantes casos se¬ 
pararnos de esta forma de modo que disminuya lo menos posible el 
ángulo B, y de aquí un problema de geometría que hay que resolver 
en cada caso; y véase con cuánta razón digimos no se debía esperar 
una solución general para todos. Si por ejemplo, estando al principio 
de una cadena destinada á medir un arco de meridiano ó de paralelo, 
se quisiera creciesen los lados en la razón impropia bastaría deter¬ 
minar el máximo ángulo en la circunferencia de radio ~ b, y cu¬ 
yos lados pasasen por el centro y por un punto distante de él la 
cantidad b. 

Se supone en todas estas discusiones que somos árbitros de ele¬ 
gir á nuestro antojo los triángulos, lo que no es posible en la práctica; 
mas siempre seremos dueños de escojer entre los puntos que puedan 
servir de estación el que menos se separe del que consideremos 
conveniente. 

Madrid 20 de setiembre de 1851. 


*yé>w¿onco féewero, 





